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R~sum~. L'ensemble ordonnd 7(E) des fermetures sup~rieures sur un ensemble ordonn~E vdn- 
fie la condition de Jordan-Dedeklnd: toutes les cha~nes maximales finies jolgnant deux 61~- 
ments comparables donnds ont m~me longueur. La propri~t~ est g~n~ralisable dans certames 
conditions aux chaTnes de longueur mfinie. 
Cet article compldte une pr~ce'dente publication [4]. Signalons aussl 'existence de r~sultats 
obtenus mde'pendamment pour le eas particulier o)  E est un treiUis complet [5 ]. 
1. Fermetures sup6rieures et r6seaux sup6rieurs 
Fermeture sup~rieure sur un ensemble ordonn~ E. On nomme ainsi 
toute application de E dans E, 
(1) idempotente, ~2 x = ax ,  
(2) isotone, x <__ y ~ ~ x <- ~ y,  
(3) extensive, x <__ ax ,  
quels que soient x, y ~ E. 
Rdseau supdrieur sur un ensemble ordonn~ E. On nomrne ainsi toute 
partle P de E telle que, quel que soit x ~ E, l'ensemble (p: p ~ P, x <__ p)  
des majorants de x dans P poss~de un plus petit 616ment, encore appel6 
borne sup6rieure de x dans Pet  not6 sup e x. 
Propri~td caractdristique sur un treillis complet. 1E 6tant l'616ment 
universel de E, Pes t  un r6seau sup6rieur de E si et seulement si 
(1') 1E ~P,  
* Premiere version revue le 16 juln 1972. 
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(2') VQ(Q c__ pet  Q 4= 0 =~ mf e Q ~ P). 
L'ensemble des conditions (1') et (2') 6quivaut d'ailleurs ~ la seule sui- 
vante 
(3') VQ(Q c__ p=~ lnfE Q E P). 
Relat ion entre fermetures  upOrteures et rOseaux supOrteurs. On sait 
que l'ensemble l(a) = {x. x ~ E, ~ x = x} des invariants pour une ferme- 
ture sup6rleure ~est un r6seau sup6rleur et que tout r6seau sup6rieur 
peut 6tre consid6r6 comme l'ensemble des invanants d'une fermeture 
sup6rieure [2, § 1, exercice 13]. Plus pr6cls6ment, sl on ordonne l'en- 
semble fir(E) des fermetures sup6rieures de E par 
ddf  
~ <_~7 {3 ~ V.~ ~ E ( a X <_E f3 X ) 
et l'ensemble C~(E) des r6seaux sup~rieurs de E par inclusion, 7(E) et 
C~(E) sont duaux pour la correspondance pr6c6dente [2, § 2, exercice 7]. 
Ces propri6t6s permettent de faire, indiff6remment, l'6tude de ~r(E) 
ou de 9~(E). 
Note  au sujet de la term#7ologw. Termes anglais: 
fermeture ( sup6rieure): closure operator, 
r6seau sup6neur' Moore family. 
Blen que non indispensable darts cet article, le qualificatif "sup6rieur" 
a 6t6 retenu pour les raisons suivantes. I1est possible de d6finlr, par dua- 
lit6 sur E, des fermetures dites inf6neures 
( 1 ) idempotentes, 
(2) isotones, 
(3) r6ductives: Vx ~ E (ax <_ x), 
et des r6seaux anf6neurs. En outre, les deux notions de fermeture sup6- 
rieure et de fermeture lnf6rieure sur un ensemble ordonn6 peuvent 6tre 
g6n6ralis6es par celle de fermeture. Nous nommons amsl toute applica- 
tion v6rifiant les axiomes 
(2) lsotonie. 
(3) connectlvlt6: Vx E E (a) s x = sup E (x, a x)  existe, 
z x = inf ~" (x, a x) existe, 
(b) a s x = a 1X 
On d6dult imm6dlatement deces axiomes que 
Ot S x = 0~ I x =Or X =Or  2 X . 
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Une fermeture v6rifie donc aussi l'axiome (1). 
L'6tude r6cente de ces applications a conduit h des r6sultats int6res- 
sants. 
2. Propri¢t6s g¢n¢rales 
Longueur d'une cha~ne C. Nous d6signons ainsi le cardinal 
long(C) = card(C) - 1 
qui coi'ncide avec card(C) si la chafne est infinie. Si la chafne est finie, 
long(C) est le nombre de ses arcs. Dans le cas d'une chafne infinie, la 
notion d'arc n'a pas toujours un sens (cas de R). 
Probl6me 2.1. Soit un ensemble ordonn6 E. Les ensembles 5r(E) et 
OR(E) 6tant duaux, nous choisissons de faire l'6tude dans ~(E) .  
P0 et P1 6rant deux r6seaux sup6rieurs distincts et comparables: 
P0 c P1, i nous nous proposons, pour les diverses chafnes maximales 
Cjoignant P0 et P1 dans 9~(E), de comparer long(C) et card(P 1 - P0)- 
L'Exemple 2.2 ci-dessous montre qu'il peut exister une chaine, donc 
aussi une chafne maximale, telle que long(C) > card(P 1 - P0 ). Les Ex- 
emples 3.9 et 3.10 montrent qu'on peut avoir long(C) < card(P 1 - P0 ) 
pour une chafne maximale C. Cependant, le Th6or6me 2.5 6tablira, dans 
tousles cas, l'existence d'une chafne maximale C pour laquelle long(C) 
>-- card(P1 - P0)- Le Th6or~me 3.7 donne en outre un ensemble d'hypo- 
th6ses suffisant pour que toute chafne maximale v6rifie la condition 
pr6c6dente. 
Exemple 2.2. Soit E l'ensemble des rationnels compris entre 0 et 1, 
E={q"  q~Q,O<_q < _ 1}, 
avec son ordre naturel. Pour x r6el, tel que 0 <- x <__ 1, l'application a x 
de E dans E, d6finie de la fagon suivante 
I Nous noterons par c_C_ l ' inclusion large et par c l ' inclusion stricte. 
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axq= q s iq<x,  
axq= 1 s iq>_x ,  
est une fermeture sup6rieure. L'ensemble des r6seaux sup~rieurs corres- 
pondant aux fermetures sup6rieures a x est une chafne joignant les deux 
r6seaux sup~rieurs {1} et E correspondant aux fermetures a 0 e ta  1 . La 
longueur de cette chafne est 6gale ~ card(R) tandis que card(E - (1}) = 
card(Q). 
Lemme 2.3. Soit Q une partie de PI - Po. La partie P = Po w R de E oi~ 
R = ( r : rEP  1 -Po ,3qEQ,  r<-q} 
est un r~seau supdrieur de E. 
Montrons en effet que tout 616ment x de E poss6de une borne sup6- 
rieure dans P. Nous distinguons deux cas. 
(1) Tout majorant y de x dans P appartient ~ P0. Y majore donc 
supe0.x qui, appartenant fi P, est la borne sup6rieure de x dans P. 
(2) I1 existe un majorant y de x dans P qui appartient/l R. Par suite, 
il existe q ~ Q tel quey  <- q. Puisque y ~ P1 on a supelx <_ yet  sup el x 
e 
<_ q. I1 s'ensuit que sup ix appartient fiP0 ou fi R et appartient donc 
P. Compte tenu de P c_C_ P1, on voit ais6ment que supex existe et coi'nci- 
de avec sup P1 x. 
Remarque 2.4. Pour l'ensemble Q. qui est tel que Q c__ R, on ales 6qui- 
valences uivantes 
Q=O~,  P=Po , 
Q cofinal ~ PI - P0 '* P = P1 • 
Dans tousles autres cas, P0 c P c Pt • 
Th~or~me 2.5. ll existe une chafne C /oignant Poet  Pt telle que 
long(C) >_ card(P I - P0) • 
On peut, sur P1 - P0, trouver un ordre total T, que nous d6signerons 
par<-- T, compatible avec la restr ict ion/tP 1 -P0  de l'ordre <--E [2, §2, 
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exercice 1 ]. A chaque 616ment x E P1 - Po, nous associons, selon le 
Lemme 2.3, un r6seau sup6rieur P d6fini par Q = (q: q ~ P1 - Po, 
q <--T x}. Remarquons que R = Q puisque r <--E q entrafne r <T q et 
r<_T X. 
Les r6seaux sup6rieurs P ainsi obtenus forment une chafne. En effet, 
pour deux ~16ments x, x' ~ P1 - P0, l'in6galit6 x <T x' entrafne Q c Q', 
avec inclusion stricte puisque x' $ Q. Par suite P c P', avec inclusion 
stricte puisque, d'apr~s x' $ Poet  x' $ R = Q, on voit que x' $ P. 
P1 peut 6ventuellement ~ re obtenu comme l'un des r6seaux sup6ri- 
eurs P mais ceci est impossible pour P0 puisque x ~ Q et Q ~: 0. En ad- 
joignant P0 et 6ventuellement P1 aux r6seaux sup6rieurs P obtenus ci- 
dessus, on obtient une chafne Cjoignant P0 et P1. Pour cette chafne on 
a, d'apr~s l'injectivit6 de la correspondance qui associe P ~ x, 
d'oO 
card(C) >- card(P l - P0) + 1 
long(C) >_ card(P 1 - P0 ). 
Corollaire 2.6. Pour que P1 couvre Po il faut et il suffit que 
card(Pl - P0) = 1. 
Si P1 couvre Po, le Th6or~me 2.5 montre que l'on ne peut avoir 
card(P1 - P0) > 1. Inversement, si card(P 1 - P0) = 1, il n'existe pas 
d'ensemble P tel que Po c P c P1. 
Corollaire 2.7. C ~tant une chaine maximale ]oignant Poet P1, si l'un 
des deux cardinaux long(C) et card(P 1 - Po ) est fini il en est de mdme 
de l'autre et 
long(C) = card(P 1 - Po ) • 
Si, pour une chafne maximale C, long(C) est fini on voit, d'apr~s le 
Corollaire 2.6, que card(P I - Po) est fini et que card(P 1 - Po) = long(C). 
Inversement, si card(P 1 - Po ) est.fini, 9 (e l  - P0 ) est fini. L'ensemble 
des parties de E incluses entre Poet  P1 est isomorphe h ,9 (P1 - P0), 
donc fini. Toute chafne C de ~(E)  joignant P0 et P Ie t ,  en particulier, 
toute chafne maximale C est donc 6galement finie. Par suite long(C) est 
fini et, d'apr~s la premiere partie de la d6monstration, long(C) = 
card(P1 - P0). 
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Remarque 2.8. CE(E) v6rifie la condition de Jordan-Dedekind puisque 
toutes les chafnes maximalesfinies joignant deux r6seaux sup6rieurs 
comparables P0 et P1 ont m6me longueur card(P t - P0 ). 
Notons que le terme "condition de Jordan-Dedekind"  n'a pas la 
m6me signification chez tousles auteurs. Le sens adopt6 iciest celui de 
[ 1 ] : "toutes les chafnes maximales finies joignant deux 616ments com- 
parables donn6s ont m6me longueur". I1 dlff6re de celui de [6] pour le- 
quel "toutes les chafnes maximales joagnant deux 616ments comparables 
donn6s ont m6me longueur", c'est-~-dire sont toutes mfinies ou ont 
toutes m6me longueur finie. Enfin, dans [3], on trouve sous le m~me 
nom la condition suivante: "toutes les chafnes maximales joignant deux 
616ments fixes quelconques ont m6me longueur finie", ce qui suppose 
en particulier que routes les chafnes sont finies. 
Remarque 2.9. Le Corollaire 2.7 montre que, pour une chafne maximale 
C, long(C) est infini si et seulement si card(P 1 - P0) est infini. La con- 
dition de Jordan-Dedekind est donc 6galement v6rifi6e au sens de [6]. 
Mais d'apr6s les Exemples 3.9 et 3.1 0, long(C) n'est pas n6cessairement 
6gal ~ card(P 1 - P0), ni m6me constant et notre condition de Jo rdan-  
Dedekind n'est pas g6n6ralisable dans C~(E). On a cependant la propri6t6 
du Th6or6me 3.7 ci-dessous. 
3. Propri6t6s particuli6res 
Rappels 
Th6or6me de Witt. Pour toute application extensive a d'un ensemble 
ordonnE inductif  E dans lui-m£me, il existe au moins un Element inva- 
riant. Le th~or&me fournit un tel dlEment b 
Limite inductive, a 6tant l'616ment nul de l'ensemble inductif E, on dlt 
que best  la limite inductive de a. La construction du th6or~me de Witt 
qui, ,h a, associe sa limite inductive b peut 6tre reprise pour tout 616- 
mentx  deE.  On consid~re pour cela l'ensemble E x = {y: y ~ E, x <__y} 
des majorants de x, 6galement inductif (pour la relation d'ordre induite) 
et la restriction, encore extensive, de a ~ E x . Soit/3 l'application qui, 
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x, associe sa limite inductive pour t~ dans E x . On montre que/3 est ex- 
tensive, idempotente, majore ,~ eta  les m~mes invariants que t~. 
Cas particulier. Si a est, de plus, isotone, il en est de m6me de/3. 13 est 
donc une fermeture sup6rieure t on montre que c'est la plus petite 
fermeture sup6rieure majorant a. 
m 
Lemme 3.1. Si E est un sup-demi-treiUis complet, CE(E) est sous-inf- 
demi-treillis complet de 9(E).  
Montrons d'abord que C~(E) est un inf-demi-treillis complet. 
{P~" i ~ I} 6tant une partie de C~(E), d~signons, pour chaque i, par '~i 
la fermeture sup6rieure associ6e hPi. L'application a telle que 
Yx ~ E (a x = sup/E~/(a i x)) 
est extensive t isotone sur l'ensemble E inductif (puisque sup-demi- 
treillis complet). La fermeture sup6rieure associ6e/3 est la plus_petite 
fermeture sup6rieure majorant a donc aussi, d'apr6s t~ = sup~ eai, la plus 
petite fermeture sup6rieure majorant {ai: i ~ 1) et 
/3 = sup~ (g) ai . 
fir(E) est donc un sup-demi-treillis complet et CE(E) un inf-demi-treillis 
complet dans lequel le r6seau 
m 
P = inf~ (E) Pz 
est pr6cis6ment associ6 h/3. 
CP(E) 6tant ordonn6 par inclusion 
pc_ NPi  
i 
Le r6sultat sera acquis si nous d6montrons l'inclusion inverse. Pour 
x E N iPi, on a 
x = sup/E ('~i x) = sup/E x = x 
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fl ayant les m~mes invanants que a, on a aussi/3x = x et x E P. D'ofl le 
r6sultat. 
Remarque 3.2. Si E est un treilhs complet, la conclusion du Lemme 3.1 
est obtenue bran plus slmplement: l'mclusion 
rIP, g_P 
1 
s'obtient en remarquant que l'intersection fI,P~ est un r6seau sup6neur, 
grace aux axmmes (1') et (2') du Paragraphe 1. 
Treill& semi-modulaire. Un trefllis est dit sup6rieurement semi-modu- 
laire sl, lorsque deux 616ments x et y couvrent leur borne mf6rieure 
infix, y), ils sont chacun couvert par leur borne sup6rieure sup(x, y). 
Un treillis v6rifiant la condition duale est dit inf6rieurement semi- 
modulaire. 
Th6or~me 3.3. Si E est un treillis complet, OR(E) est un treillis complet, 
inf&ieuremen t semi-modulaire. 
Compte tenu de [2, §2, exercice 7], il reste ~ montrer la semi-modu- 
larit6 inf6rieure. Soient P1 et P2 deux r~seaux sup6rieurs couverts par 
leur borne sup~neure P3 = sup '-~ (P1, P2 ). D'apr6s la Corollaire 2.6, P3 
est de la forme P 3 =P1 u {xl} =P2 u {x2} o~x 1 e tx  2 sont deux 616- 
ments de E tels que x I q~ P1 et x 2 q~ P2. De plusx 1 4: x 2 sinon P3 = 
P1 ¢{xl} =P2 ¢ (x2} conduit ~P1 =P2 etP3, confondu avecP1 etP2,  
ne couvre ni Pl nl P2. On a alors {x 2 } = P3 n {x 2 } = P1 n (x 2 } d'o~ 
x 2 ~ P1._De m~me, x 1 E P2" S°it P4 la borne inf6rleure deP  1 e tP  2 
P4 = infqe (P1, P2)" ~(E)  6tant sous-lnf-demi-treillis de :9(E) (Lemme 3.1), 
on aP  4 =P1 n P2- Par suite (P1 n P2) u {x2} = (P1 to {x2} ) 0 (P2 u 
{x2}) = P1 n P3 = P1 c'est-h-dire P1 = P4 u (x2} et, de m6me, P2 = 
P4 u {x 1}. x 1 et x 2 n'appartenant pas h P4, on voit gr~lce au Corollaire 
2.6 que P1 et P2 couvrent leur borne inf6rieure P4" 
Remarque 3.4. Tout treillis semi-moduJaire v6rifiant la condition de 
Jordan-Dedekind,  on retrouve ainsi que c~(E) (dans les hypothbses du 
Th6or~me 3.3)v6rifie cette condition. 
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Lemme 3.5. E Otant partiellement bien ordonn~ et {Pi: i E I} ~tant dans 
~(E)  une cha~ne de r~seaux sup~rieurs, la pattie P = I J i~i  P i de E est un 
rOseau supkrieur. 
Pour tout x ~ E, l'ensemble {super x: i ~ I} est une chafne de E, car 
Pic__ p] entrafne sup e] x <- supeix. E 6tant partiellement bien ordonn6, 
la chafne {supVix: i E I} poss~de un plus petit 61dment y. Celui-ci 
6tant l'un des 616ments supeix majore x et, appartenant fi l'un des r6- 
seaux sup6rieurs Pi, appartient h P. y est la borne sup6rieure de x dans 
P car, pour tout p E P tel que x <_ p, il existe un indice i tel que p E Pi 
donc sup Pi x <- pet  y <- p. La d6finition d'un r6seau sup6rieur est donc 
v6rifi6e par P. 
Remarque 3.6. On voit en particulier que, si E est partiellement bien 
ordonn6, C~(E) est inductif. 
Th6or~me 3.7. Soient E un sup-demi-treiUis complet, partiellement bien 
ordonnO et Poet P1 deux r~seaux sup~rieurs de E tels que Po c P1 • 
Pour toute chatne maximale C joignant Po et P1, on a 
long(C) >_ card(P 1 - P0 ) • 
A tout 616ment x ~ P1 - P0, est associ6e la partition de C en deux 
chafnes C = {P: P ~ C, x q~ P} et C = {P: P ~ C, x ~ P} (C et C ne sont 
pas vides puisque P0 ~ C et P1 ~ C). Le r6seau sup6rieur P x = Opec_ P, 
dont l'existence st assur6e par le Lemme 3.5, majore tous les ~16ments 
de C et minore tous ceux de C. I1 appartient donc ~ C sinon C ne serait 
pas maximale t, plus pr6cis6ment, il est le plus grand 616ment de C. 
C~(E) 6tant un sous-inf-demi-treillis complet de :9 (E) (Lemme 3.1 ), on 
voit de m~me que Px = I ' lp~ P est le plus petit 616ment de C. On a 
P-x c_ Px et m~me P--x c Px puisque x ~ P--x et x ~ Px. De plus, F x cou- 
vre P-x dans C puisque {C, C} est une partition de C. La construction 
pr6c6dente associe donc h chaque 616ment x ~ P1 - P0 l'arc (P--x, Px ) 
de C. 
Consid6rons alors l'ensemble A des arcs de C, pour lequel card(A) < 
long(C), et l'application de P1 - P0 dans A d6finie ci-dessus. Si on avait 
long(C) < card(P 1 - P0), l'application pr6c6dente ne serait pas injective 
puisque card(A) < card(P 1 - P0). I1 existerait deux 616ments x et y de 
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P1 - P0 tels que les arcs (Px, -Px ) et (P_y, _Py ) soient confondus. En 
posant P=P_x =P_y e tP=P x = Py, on aurait {x, y} c__ p_  p. D'apr~s 
le Corollaire 2.6, P ne couvrirait pas P_ et la chafne C ne serait pas maxi- 
male. 
Remarque 3.8. Pour avolr la conclusion du Th6or6me 3.7 il ne suffit pas 
que E soit un sup-demi-treillis complet ou que E soit partiellement bien 
ordonn6, ares1 que le montrent les exemples uivants. 
Exemple 3.9. N 6tant l'ensemble des entiers ordonn6 de faqon habituel- 
le, R l'ensemble des r6els, non ordonnd, et (u } l'ensemble contenant le 
seul dl6ment u, consid6rons leur somme ordmale E, ordonn6e de la fa- 
qon suivante; 
d6f 
X<_Ey  ~ (x~NetyENetx<_nY) OU 
(x ~ N e ty  ~ R) ou (y = u) .  
En particuher les 616ments de R ne sont pas comparables dans E. L'en- 
semble E se trouve alnsi partiellement bien ordonn6, mais n'est pas un 
sup-deml-treillis complet. 
Nous noterons N n la pattie finale de N dont le plus petit 616merit est 
n. Consld6rons dans 9~(E) les 61dments E et {u} pour lesquels card(E - 
{u}) = card(R). La chafne Cjoignant (u} ~ E' 
P0 =E=NU Ru{u}=N O u Ru{u} 
P1 =N1 u Ru{u} 
Pn =Nn U RU{u} 
{u, x} 
{u) 
of~ x est un 61dment de R, est une chafne de r6seaux sup6rieurs. Elle est 
maximale. En effet le Corollaire 2.6 montre que Pn couvre Pn+l" D'autre 
part, d'apr6s fln~ n Pn = R U {u }, les seuls r6seaux sup6rleurs mlnorant 
tous les r6seaux Pn sont {u} et {u, x} pour tout x 6 R. Deux reseaux 
{u, x} et {u, y} n'6tant pas comparables six 4: y, on voit que la chafne 
C est maximale. Elle est telle que 
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long(C) = card(N)< card(R) = card(E -  {u}). 
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N6anmoins le Th6or~me 2.5 assure l'existence d'une chafne maximale 
joignant {u} ~ E, de longueur au moins 6gale h card(R). Cecijustifie la 
Remarque 2.9. 
Exemple 3.10. Choisissons pour ensemble E l'intervalle ferm6 r6el [0, 1 ] 
avec son ordre naturel. E est un treillis complet mais n'est pas pertielle- 
ment bien ordonn6. Sur l'ensemble F des rationnels de E = [0, 1 ], 
choisissons un bon ordre pour lequel 1 est le premier 616ment et tout 
rationnel autre que 1 poss6de un pr6d6cesseur. F est alors isomorphe 
l'ensemble des entiers positifs ou nul et nous d6signerons par r n le 
(n + 1)~me 616ment de F. En particulier r 0 = 1. A chaque 616ment 
r n ~ F ,  associons la partie initiale F n = ( I ,  r l ,  ..., r n } de F darts le bon 
ordre consid6r6. 
La chafne Cjoignant les 616ments ( 1 } et [0, 1 ] de q~(E): 
F0 ={1} 
F 1 = {1,rt} 
F n = { l , r l ,  . . . , rn}  
E =[0,11 
est compos6e de r6seaux sup6rieurs. Elle est maximale car, d'une part, 
F n couvre Fn_  1 d'apr6s la Corollaire 2.6. D'autre part, 
sup~Fn 3_ U F n =F;  
n 
sup~ F n 6tant sous-inf-demi-treillis comple!de E (axiome (2'), § 1) et 
F 6tant dense dans E, on volt alors que sup~ F n = E .  La chafne maxi- 
male C obtenue st telle que 
long(C) = card F < card(E - { 1 }) = card(E). 
Ici encore, le Th6or~me 2.5 assure l'existence d'une chafne maximale 
joignant { 1 } ~ E,  de longueur au moins 6gale ~ card(E), justifiant ainsi 
la Remarque 2.9. 
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